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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕСтРОГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
ЧЕтВЕРтОГО ПОРЯДКА С ДВУКРАтНЫмИ ХАРАКтЕРИСтИКАмИ1
Изучаются классические решения граничных задач для нестрого гиперболического уравнения четвертого по-
рядка в случае двух независимых переменных c двукратными характеристиками. Под классическим решением 
понимается функция, которая определена во всех точках замыкания заданной области и имеет все классические 
производные, входящие в уравнение и условия задачи. Наличие классического решения, построенного в аналитиче-
ском виде, для уравнений высшего порядка представляет интерес для вычислительной математики при тестирова-
нии численных алгоритмов. Заметим, что корректная постановка смешанных задач для гиперболических уравнений 
зависит не только от количества характеристик, но и от их расположения. Оператор уравнения представляет собой 
композицию дифференциальных операторов первого порядка. Уравнение задается в полуполосе двух независимых 
переменных. На нижнем основании области задаются условия Коши, а на боковых границах – условия Дирихле 
и Неймана. Методом характеристик выписывается в аналитическом виде решение рассматриваемой задачи, доказы-
вается единственность решений, а также показывается, при каких условиях линейное дифференциальное уравнение 
с постоянными коэффициентами четвертого порядка представимо в виде рассматриваемого в статье нестрого гипер-
болического уравнения.
Ключевые слова: дифференциальные уравнения, гиперболические уравнения, уравнения четвертого порядка, 
частные производные, граничные условия, условия Коши, условия Дирихле, условия согласования, классическое 
решение, нестрогого гиперболическое уравнение. 
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SOLVING THE PROBLEM FOR THE FOURTH-ORDER NONSTRICTLY HYPERBOLIC EQUATION  
WITH DOUBLE CHARACTERISTICS
This article is concerned with studying the classical solutions of boudary problems for the fourth-order nonstrictly 
hyperbolic equation with double characteristics. A classical solution is understood as a function that is defined everywhere 
in the domain closure and has all classical derivatives entering the equation and the problem conditions. The classical solution 
is built in analytical form for higher-order equations of interest for computational mathematics in testing numerical algorithms. 
Note that the correct formulation of mixed problems for hyperbolic equations not only depends on the number of charac-
teristics, but also on their location. The operator appearing in the equation involves a composition of first-order differential 
operators. The equation is defined in the half-band of two independent variables. There are Cauchy’s conditions on the domain 
bottom and Dirichlet’s conditions and Neumann’s conditions on other boundary. Using the method of characteristics, the ana-
lytic solution of the considered problem is written. The uniqueness of the solutions is proved. In addition, it states: under what 
conditions a linear differential equation with constant fourth-order coefficients can be represented in the form of the non-
strictly hyperbolic equation considered in the article.
Keywords: differential equations, hyperbolic equations, partial derivatives, boundary conditions, Cauchy’s conditions, 
Dirichlet’s conditions, agreement conditions, classical solution, nonstrictly  hyperbolic equations. 
Введение. Настоящая работа является продолжением построения классических решений за-
дач для гиперболических уравнений четвертого порядка [1–5]. Каждая задача – это отдельное 
научное исследование, представляющее интерес в теории дифференциальных уравнений с част-
ными производными. В статье рассматривается гиперболическое уравнение с постоянными 
коэффициентами, для которого находится классическое решение смешанной задачи в случае 
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простейших граничных условий. Оператор уравнения представим в виде композиции линейных 
операторов первого порядка. Одновременно получается условие на коэффициенты исходного 
уравнения, при выполнении которого гиперболический оператор разлагается на композицию 
операторов. Для нахождения классического решения указанной задачи используется формула 
общего решения для гиперболического уравнения четвертого порядка, оператор которого пред-
ставим в виде композиции операторов первого порядка [4, 5]. С помощью характеристик уравне-
ния определяется его общее решение. Из общего решения выделяется то, которое удовлетворяет 
условиям Коши и другим граничным условиям. 
1. Разложение гиперболического оператора в виде композиции операторов. линейное ги-
перболическое уравнение относительно функции ( ) ( )2: , ,u R Q t x u t x R⊃ ∋ → ∈  четвертого по-
рядка в общем виде можно записать следующим образом:
 
( ) ( ) ( ) ( ),
4
, , , , , , 0,4.i j i jt x
i j
Lu a u t x f t x t x Q i j
+ ≤
= ∂ ∂ = ∈ =∑    (1)
Найдем условия, при которых гиперболический оператор уравнения (1) разлагается на компози-
цию операторов первого порядка, т. е. когда уравнение (1) можно представить в виде
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )4
1
, , , , ,k k kt x
k
c a b u t x g t x t x Q
=
∂ - ∂ + = ∈∏     (2)
где  коэффициенты ( ) ( ) ( )1 2 3, ,c c c   и ( )4c  не равны нулю одновременно.
если ( )4,0 0,α ≠  то можно разделить уравнение (1) на ( )4,0 .α  В результате получим уравнение
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),4
4
, , , , , , 0,3, 0,4,i j i jt t x
i j
u t x u t x f t x t x Q i j
+ ≤
∂ + α ∂ ∂ = ∈ = =∑   (3)
где ( )
( )





, ,,  , .
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 Очевидно, что если уравнение (3) сводится к (2), то должно 
выполняться условие ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1.c c c c =     В этом случае (2) можно упростить, разделив обе его 
части на ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 .c c c c     После этого получим уравнение
 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )4
1
, , , , .k kt x
k
a b u t x g t x t x Q
=
∂ - ∂ + = ∈∏   (4)
Рассмотрим случай ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 3 4 3 4, , , ,a a a b b b a a c b b d= = = = = = = =  т. е.
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2
, , , , .t x t xa b c d u t x g t x t x Q∂ - ∂ + ∂ - ∂ + = ∈   (5)
Отсюда
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 23,1 2,2 3,1 3,1 2,2 3,11 18 3 , 8 3 ,4 4a c
   
= -α - - α + α = -α + - α + α      
   
  
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 23,0 2,0 3,0 3,0 2,0 3,01 18 3 , 8 3 .4 4b d
   
= α - - α + α = α + - α + α      
   
 
Для того чтобы представить уравнение (3) в виде (5), надо удовлетворить коэффициенты уравне-
ния (1) условиям
 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
22 2 22,2 3,1 2,0 3,0 0,0 2,0 3,08 3 0, 8 3 0, 64 4 ,
 
- α + α ≥ - α + α ≥ α = - α + α 
 
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 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )3 31,0 3,0 2,0 3,0 1,3 3,1 2,2 3,18 4 , 8 4 ,α + α = α α α + α = α α   
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
22 2 23,0 3,1 2,0 3,0 2,2 3,1 2,1 0,4 2,2 3,13 8 3 8 3 4 , 64 4 ,
 
α α + - α + α - α + α = α α = - α + α 
 
 
 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 20,2 2,0 2,2 3,1 3,0 2,2 3,0 2,1 3,1 3,0 3,132 16 3 16 4 3 0,   α + α - α + α + α α α - α α - α α =   
   
  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 20,1 2,0 3,0 2,1 3,0 3,1 0,3 2,1 3,0 3,1 2,2 3,116 4 2 , 16 2 4 0,   α = α - α α -α α α + α -α α - α + α =   
   
 
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )21,1 2,0 3,0 3,1 2,1 3,0 1,2 2,1 3,0 3,1 3,1 2,2 3,08 4 3 4 , 8 4 3 4 . α + - α + α α = α α α + - α + α α α = α α 
 
 
2. Постановка задачи. В замыкании [ ) [ ]0, 0,Q l= ∞ ×  области ( ) ( )0, 0,Q l= ∞ ×  двух незави-
симых переменных ( ) 2,t x Q R∈ ⊂  задано одномерное уравнение
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 , , , , ,t x t xLu a b c d u t x f t x t x Q= ∂ - ∂ + ∂ - ∂ + = ∈  (6)














xt j kt x
+∂
∂ ∂ =
∂ ∂  
{ }, 0,1,2,...j k∈  – частные производные. К уравнению (6) на 
части границы Q∂  области Q присоединяются условия Коши
 ( ) ( ) [ ]0, , 0,1,2,3, 0, ,
j
jt u x x j x l∂ = ϕ = ∈  (7)
и граничные условия
 ( ) ( ) ( ) ( ) [ )1 2,0 , ,0 , 0, ,xu t t u t t t= µ ∂ = µ ∈ ∞  (8) 
 ( ) ( ) ( ) ( ) [ )1 2, , , , 0, .xu t l t u t l t t= χ ∂ = χ ∈ ∞  (9)
Здесь ( ) ( ): , ,f Q t x f t R∋ → ∈x , [ ] ( ): 0, ,j jl x xϕ ∋ →ϕ  0,1,2,3,j =  [ ) ( ): 0, ,i it t Rµ ∞ ∋ →µ ∈
[ ) ( ): 0, ,i it t Rχ ∞ ∋ →χ ∈  i = 1,2, – заданные функции.
таким образом, требуется найти решение уравнения (6), удовлетворяющее условиям Коши (7), 
граничным условиям (8) и (9). Для определенности предположим, что с > 0 > a. Обозначим через 
f продолжение на R по второму аргументу функции f, т. е. ( ) ( ), ,f t x f t x=  для ( ), .t x Q∈
3. Общее решение уравнения (6). Справедлива 
лемма 1. Общее решение уравнения (6) представляется в виде суммы
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )
( )
( )







d a t x z b c t x zx c tt
a c
x a t
u t x e g x at tg x at e g x ct tg x ct
e a t x z c t x z f z dzd
a c
- -
- -τ + - + -τ + -+ -τ
-
+ -τ
= + + + + + + + +
+ - τ + - - τ + - τ τ
-
∫ ∫   (10)
Доказательство. Введем обозначение: 
 ( ) ( ) ( ) ( )
2
, , , , .t xc d u t x w t x t x Q∂ - ∂ + = ∈  (11)
Уравнение (6) запишем в виде 
 ( ) ( ) ( ) ( )
2
, , , , .t xa b w t x f t x t x Q∂ - ∂ + = ∈  (12)
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Через функции характеристик делаем замену x + at = y0, t = y1. После приведения к каноническо-
му виду уравнение (12) запишется так: 
 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
2
0 1 0 1 0 1 1 0 1, 2 , , , ,y y yw y y b w y y b w y y f y y ay∂ ∂ + ∂ + = -    (13)
где ( ) ( )0 1, , .w y y w t x=  
Далее делаем замену ( ) ( )10 1 0 1, , .byw y y e r y y-=  В результате получим
 ( ) ( )11 1 0 1 1 0 1, , .
by
y y r y y e f y y ay∂ ∂ = -   (14)




( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1
1 2




br y y y h y h y y e f y a dτ= + + - τ τ - τ τ∫   (15)
или 
 




b ybyw y y e y h y h y y e f y a dτ--= + + - τ τ - τ τ∫   (16)
В итоге получаем общее решение уравнения (12):
 




b tbtw t x e th x at h x at t e f x at a d- -τ-= + + + + - τ τ + - τ τ∫   (17)
Соотношение (11) рассматриваем как уравнение
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2
0
, , ,  , .
t
b tbt
t xc d u t x e th x at h x at t e f x at a d t x Q
- -τ-∂ - ∂ + = + + + + - τ τ + - τ τ ∈∫     (18)
Через функции характеристик делаем замену x + ct = z0, t = z1. После приведения к канониче-
скому виду уравнение (18) запишется так:
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )






0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1
1 0 1 1
0






u z z d u z z d u z z e z h z a c z h z a c z
z e f z cz az a d
-
- -τ
∂ ∂ + ∂ + = + - + + - +




Производя замену ( ) ( )10 1 0 1, , ,dzu z z e q z z-=  получим
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )






0 1 1 0 1 0 1








q z z e z h z a c z h z a c z
e z e f z cz az a d
-
- -τ
∂ ∂ = + - + + - +
+ - τ τ - + - τ τ∫   (19)
Интегрируем уравнение (19) по переменному z
1
. В результате имеем
 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )







u t x e g x at tg x at e g x ct tg x ct
t e f x c t a d d
- -
ξ
- -ξ - ξ-χ
= + + + + + + + +
+ - ξ ξ - χ χ + - ξ + ξ - χ χ ξ∫ ∫ 
 
С другой стороны, делая замену ,  ,
a ct x z
a c
τ - - +
χ = τ ξ =
-
 получим 
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t e f x c t a d d
e a t x z c t x z f z dzd
a c
ξ
- -ξ - ξ-χ
- -τ + - + -τ + -+ -τ
-
+ -τ
- ξ ξ - χ χ + - ξ + ξ - χ χ ξ =






Из (19) и (20) следует формула (10). лемма доказана.
теорема 1. Общее решение (10) уравнения (6) принадлежит классу четырежды непрерывно 
дифференцируемых функций ( )4C Q  тогда и только тогда, когда
 ( )
4
1 2( ) ( ) ,g x at tg x at C Q+ + + ∈  ( ) ( )
4
3 4( ) ,g x ct tg x ct C Q+ + + ∈  (21) 
 
( )( ) ( )( )






d a t x z b c t x zx c tt
a c
x a t
e a t x z c t x z f z dzd C Q
- -τ + - + -τ + -+ -τ
-
+ -τ
- τ + - - τ + - τ τ∈∫ ∫   (22)
и ( ) ( ), .f t x C Q∈
Д о к а з а т е л ь с т в о. В соотношении (10) сделаем невырожденную замену независимых пе-
ременных по формулам 
 , ,x at x ctξ = + η = +   
 , .a ct x
a c a c




Согласно формуле (10), функция u определяется независимыми переменными t и x. Следо-
вательно, u  согласно замене (23) является функцией от переменных ξ и η. 
Рассматривая функцию u  как сложную функцию, вычислим все частные до четвертого порядка 
производные функции u через соответствующие производные ,j kuηξ∂ ∂  4,j k+ ≤  { }, 0,1,2,3,4 .j k∈  
Нетрудно проверить, что функция u  принадлежит классу ( )4 .C Q
Рассмотрим теперь формулу (10) в случае однородного уравнения (6), т. е.
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3 4, , .
b d
a c a cu t x u e g g e g g
a c a c
ξ-η ξ-η
- -
- -ξ - η ξ - η   = ξ η = ξ + ξ + η + η   - -   
  (24)
Вычисляя все производные функции (24) до четвертого порядка включительно, получим 
( ) ( ) ( )41 2g g С Q
a c
ξ - η
ξ + ξ ∈
-
 и ( ) ( ) ( )43 4 .g g С Q
a c
ξ - η
η + η ∈
-
  теорема доказана.
З а м е ч а н и е. если b = d = 0, то условия (22) запишутся в виде
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
0 0
, ,  , ,  , , , .
t t
xf t x C Q f x h t d C Q t f x h t d C Q h a c∈ τ + - τ τ∈ - τ ∂ τ + - τ τ∈ =∫ ∫    (25)
Удовлетворяя решение (10) условиям Коши (7), получаем систему относительно функций 
( ) , 1,4,jg x j =  определенных на отрезке [ ]0, :l
 ( ) ( ) ( )1 3 0 ,g x g x x+ = ϕ   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 4 1 ,L g x g x L g x g x x+ + + = ϕ  (26) 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2
1 1 1 2 2 3 2 4 22 2 ,L g x L g x L g x L g x x+ + + = ϕ   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 21 1 1 2 2 3 2 4 33 3 ,L g x L g x L g x L g x x+ + + = ϕ  
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где 1 2,  , 1,3.
j j
j jd dL a b L c d j
dx dx
   = − = − =   
   
 
решая систему (26) (см. [4]), находим функции ( ) ,  1,4,jg z j =  определяемые равенствами 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 21 1 2 31 ,
b d z
a cg z g z e C zC z C z
−
−= = + + + Ψ  (27) 
 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )02 4 32 ,
b d z
a cg z g z e C a c C z z
−
−= = − − +Ω  (28) 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 23 0 1 2 33 ,
b d z
a cg z g z x e C zC z C z
−
−= = ϕ − + + −Ψ  (29) 
  ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )04 2 3 4 1 2 0 2 14 ,
b d z
a cg z g z e a c C C z C z L z L L z z
−
−= = − − + − + ϕ − ϕ + − Ψ −Ω  (30)
для [ ]0, ,z l∈  где 1 2 3 4, , ,C C C C  – произвольные постоянные и 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 2 2 1 1 1
2 3 2 2 2 2 3 2
0 0 0 0
2 3 3 6 6 6
3 3 6 3 6 3 3 3 ,
x x a c x b d x ac x ad bc x bd x
ac c x c d acd bc x bcd ad cd x d bd x
′ ′′ ′Φ = − ϕ + + ϕ − + ϕ − ϕ + + ϕ − ϕ +











b d x zx
a cx z x z e dz
a c
− −
−Ψ = Φ −
−
∫   
 
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )
( )













b d x z
a cx
b d x z
a cx
z c z d z c z cd z d z e
x dz
a c







′ ′′ ′ϕ − ϕ + ϕ + ϕ − ϕ + ϕ
Ω = −
−






Из (27)–(30) и (10) получим решение задачи Коши: 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
2 1
0 1 2 0
,
.
bt bt dt dt dt
dt dt dt
u t x e x at te x at e x ct te x ct te L L x ct
e x ct te x ct te L x ct
− − − − −
− − −
= Ψ + + Ω + − Ψ + − Ω + + − Ψ + +
+ ϕ + + ϕ + − ϕ +
 
Отсюда следует, что решение задачи Коши не зависит от 1 2 3 4, , ,C C C C  и единственно.
Для других значений аргумента z функции ( ) ,  1,4jg z j =  определяются поэтапно, удовлет-
воряя искомое решение (10) граничным условиям (8) и (9). Удовлетворяя условию (8), получаем 
систему уравнений с производными 
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 0 0
11 2 3 4
1 1 0 0





e g at tg at e g ct tg ct t
e dg at tdg at e dg ct tdg ct t
− −
− −
+ + + = µ




где обозначение (.)d  – оператор обыкновенной производной первого порядка и
 
( ) ( )
( )
( )( ) ( )( )






d a t z b c t zc tt
a c
a t
t t e a t z c t z f z dzd
a c
− −τ − + −τ −−τ
−
−τ
µ = µ − − τ − − τ − τ τ
−
∫ ∫   
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( ) ( )
( )
( )( ) ( )( )





( )( ) ( )( )










d a t z b c t zc tt
a c
a t
d a t z b c t zc tt
a c
a t
t t e a t c t z f z dzd
a c
b d
e a t z c t z f z dzd
a c
- -τ - + -τ --τ
-
-τ
- -τ - + -τ --τ
-
-τ
µ = µ - - τ + - τ - τ τ -
-
-








Решая систему (31), получим
  
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
1 0 0
2 1 2 12 3 4
0 0 0
4 3 4 ,
b d zbz
a a
b d z b d z
a a
z z z zc z zc
g z g z e b a d b e g g
a a a a a a
zc zc z zc
e g a c e dg dg
a a a a
-
- -
            ′= = µ - µ + µ + - + -            
            
      - + - +      





 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )1 1 0 0
1 11 2 3 4 .
b d zbz
a az z zc z zcg z g z e g z e g g
a a a a a
-
      = = µ - - +      
      
  (33)
так как функции ( ) ( ) ( )03 3g z g z=  и ( ) ( ) ( )
0
4 4g z g z=  уже определены равенствами (29) и (30), то 
согласно выражениям (32) и (33) находим ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 21 2,  g z g z g z g z= =  через заданные функ-




 ∈  
 Далее используем условие (9). Подставляя функцию (11) в равенство (9), бу-
дем иметь
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0 1 1
11 2 3 4
0 0 1 1





e g l at tg l at e g l ct tg l ct t
e dg l at tdg l at e dg l ct tdg l ct t
- -
- -
+ + + + + + + = χ





( ) ( )
( )
( )( ) ( )( )







d a t l z b c t l zl c tt
a c
l a t
t t e a t l z c t l z f z dzd
a c
- -τ + - + -τ + -+ -τ
-
+ -τ
χ = χ - - τ + - - τ + - τ τ
-
∫ ∫    
 ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )





( )( ) ( )( )










d a t l z b c t l zl c tt
a c
l a t
d a t l z b c t l zl c tt
a c
l a t
t t e a t c t l z f z dzd
a c
b d
e a t l z c t l z f z dzd
a c
- -τ + - + -τ + -+ -τ
-
+ -τ
- -τ + - + -τ + -+ -τ
-
+ -τ
χ = χ - - τ + - τ + - τ τ -
-
-









( ) ( ) ( ) ( )
( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )( )
( ) ( ) ( )
( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )
1 0 0




d b z l
c




a z l a z lz l
g z g z b d e g l g l
c c c
a z l a z l a z lz l
e g l c a e dg l dg l
c c c c




- - - -
-
  -   - -
= = - + + + -         
  -   -   - -
- + + - + + + +             
- - -     ′+ χ - χ + χ    
    
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( ) ( ) ( )
( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )
1 0 0
3 3 1 2
1
1 4 , , .




a z l a z lz l
g z g z e g l g l
c c c
z l z l lc




   -   - -
= = - + + + +            
- -   + χ - ∈ -      
  (35)




 ∈ -  




 ∈ - -  
 В общем случае изложенное 
выше можно записать в виде
 
( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( )
( ) ( )
1 1 1
2 2 4 3 4
1 1
1 2 13 4 ,
b d z b d z
k k k ka a
b d z bz
k ka a
zc zc z zc
g z g z e g d b e g g
a a a a
zc z zc z z z
a c e dg dg e b a





      = = - + - + +      
      
            ′+ - + + µ - µ + µ            
            
    
 
 1 1, , 0,1,2,... ,
2 2 2 2
k la k k la k
z l l k
c c
 + -       ∈ - - =                
 (36) 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )1 1
1 11 2 3 4 ,
b d zbz
k k k ka az z zc z zcg z g z e g z e g g
a a a a a
-
- -      = = µ - - +      




 1 1, , 0,1,2,... ,
2 2 2 2
k la k k la k
z l l k
c c
 + -       ∈ - - =                
 (37) 
 
( ) ( ) ( ) ( )
( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
1 1




d b z l
k k kc




a z l a z lz l
g z g z b d e g l g l
c c c
a z l a z l a z lz l
e g l c a dg l dg l
c c c c








  -   - -
= = - + + + -         
   -   -   - -
- + - - + + + +                
- -    ′+ χ - χ +   
   
   1 ,
z l
c
 - χ  
     
 
 1 2 1, , 0,1,2,... ,
2 2 2 2
k k lc k k lc
z l l k
a a




( ) ( ) ( )
( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )
1 1
3 3 1 2
1 4 ,




a z l a z lz l
g z g z e g l g l
c c c






   -   - -
= = - + + + +            




 1 2 1, , 0,1,2,... .
2 2 2 2
k k lc k k lc
z l l k
a a
 + + +       ∈ - - =                
 (39)
Чтобы функции g3 + tg4 принадлежали классу ( )4 ,C Q  а g1 + tg2 – классу ( )4 ,C Q  кроме тре-
бований на гладкость заданных функций задачи (6), (7), (8), (9), должны выполняться равенства 
для k = 0,1,2,3,… в общих точках соприкосновения 
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( ) ( )





2 2 2 2
1 1
,






k la k k la k
d g l tg l
c c
k la k k la k
d g l tg l
c c
k l k l k l
p t
c a c
+ +    + +       - + - =                      
    + +       = - + -                      











( ) ( )




2 1 2 1
2 2 2 2
2 1 2 1
,






k k lc k k lc
d g l tg l
a a
k k lc k k lc
d g l tg l
a a
k l k l k
p t
c a
+ +    + + + +       - + - =                      
    + + + +       = - + -                      






 +  -        
 (41)








л е м м а 2. Для любого номера { }0,1,2,...k∈  значения функций 
( ) ( )1 ,
kg z ( ) ( )2 ,
kg z ( ) ( )3 ,
kg z  
( ) ( )4
kg z  всегда можно представить в виде 
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) 21 2 31 1 , , , , ,
b d
zk k a cg z z a b c d e C zC z C
-
-= ψ + + +   
 ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) 4 32 2 , , , , ,
b d
zk k a cg z z a b c d e C a c C z
-
-= ψ + - -   
 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 21 2 33 3 , , , , ,
b d
zk k a cg z z a b c d e C zC z C
-
-= ψ - + +   
 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) 2 3 44 4 , , , , ,
b d
zk k a cg z z a b c d e a c C C z C
-
-= ψ - - + +  
где функции ( ) , 1,4,ki iψ =  не зависят от констант C1,C2,C3,C4. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение леммы докажем для функции ( ) ( )2
kg z  методом матема-
тической индукции.
Для k = 0 данное утверждение следует из формулы (28). Предположим, что лемма справедли-
ва для всех 0,1,..., 1.k n= -  Докажем ее утверждение для функции ( )2 .
ng
Согласно формуле (36), имеем 
 
( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( )
( ) ( )
1 1 1
2 2 4 3 4
1 1
1 2 13 4 ,
b d z b d z
n n n na a
b d z bz
n na a
zc zc z zc
g z g z e g d b e g g
a a a a
zc z zc z z z
a c e dg dg e b a





      = = - + - + +      
      
            ′+ - + + µ - µ + µ            








( )( )2 22 3 2 4 31 ( 1)
4 4 , , , , ,
b d z
b d z b d z a c
n na a
e a C c C z a cC C cC zzc zc





- + - + +   - = - ψ +   
   
  




( ) ( ) ( )
( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )( )
1 1 ( 1)
3 4 4
1 2 4 3( 1)
3
, , , ,
, , , , ,
b d z
b d z an n na
b d z
b d z a c
na
d b zezc z zc zcd b e g g a b c d
a a a a a








−      − + = ψ +      
      











( ) ( )( )
( )
( )( )
1 1 ( 1)
3 4 4
2 2
2 3 3 4( 1)
3
2
3 2 1 2 1 2
, , , ,
, , , ,
.
b d z
b d z an n na
b d z




a c zezc z zc zca c e dg dg d a b c d
a a a a a
e a C C z c C z b d C zzca c e d a b c d
a a










−      − + = ψ +      
      
+ − + − + − ψ − − 
 





( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 4 32 2 , , , , ,
b d zn n a cg z g z z a b c d e C a c C z
−











( ) ( 1)
1 2 12 4




, , , , , , , ,
, , , , , , , ,








z z z zcz a b c d e b a e a b c d
a a a a
d b ze zc zca b c d d b e a b c d
a a a









        ′ψ = µ − µ + µ − ψ +        
        
−    + ψ + − ψ +   
   





4 , , , , .
b d z
a
nc ze zcd a b c d
a a
−
−−  ψ  
 
  
Аналогично доказываются представления леммы и для значений ( ) ( ) , 1,3,4.kjg z j =
С л е д с т в и е. Для любых { }, 0,1,2,...r k∈  сумма ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2r rbte g x at tg x at− + + + +  
( ) ( ) ( ) ( )( )3 4k kdte g x ct tg x ct−+ + + + не зависит от C1,C2,C3,C4. 
рассмотрим решение задачи (6)–(9) в случае, когда уравнение (6) является однородным, т. е. 
( ), 0.f t x =
Л е м м а 3. Если функции [ ]( )5 0, , 0,3,jj C l j−ϕ ∈ =  [ )( )
5
1 1, 0, ,Cµ χ ∈ ∞  [ )( )
4
2 2, 0, ,Cµ χ ∈ ∞  
то равенства (40)–(41) имеют место тогда и только тогда, когда они выполняются только 
для k = 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем обозначение:
 
( ) ( )





2 2 2 2
1 1 , 1,4,  0,1,2,... ,




k la k k la kd g l tg l
c c
k la k k la kd g l tg l p k
c c
+ +    + +       − + − −                      
    + +       − − + − = δ = =                      
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( ) ( )




2 1 2 1
2 2 2 2
2 1 2 1
,   1,4, 0,1,2,... .




k k lc k k lc
d g l tg l
a a
k k lc k k lc
d g l tg l p k
a a
+ +    + + + +       - + - -                      











-  +    -        
-δ = σ   
 ( )
( ) ( )1 1
2 2 2 22 1 2
1 1,
b d b dk la k k la k
l l





- - +   +        - -                    
- -
-




( ) ( )1 1 12
2 2 2 2 2 23 1 2 3
1 1 12 ,
b d b d b dk la k k la k k la k
l l l
a c a c a c
n n n n
b d b d
e e e
aa
- - - +   +   +            - - -                                
- - -
- -







( ) ( )
1 13 2
2 2 2 24 1 2
1 13 2
1 1
2 2 2 23 4
1 1.
b d b dk la k k la k
l l
a c a c
n n n
b d b dk la k k la k
l l
a c a c
n n






- - +   +        - -                    
- -
- - +   +        - -                    
- -
- -
δ = σ + σ +
-
+ σ + σ
 
лемма доказана.
л е м м а 4. Если функции [ ]( )5 0, , 0,3,jj C l j-ϕ ∈ =  [ )( )
5
1 1, 0, ,Cµ χ ∈ ∞  [ )( )
4
2 2, 0, ,Cµ χ ∈ ∞  
то равенства (40)–(41) при k = 0 выполняются тогда и только тогда, когда выполняются следу-
ющие условия согласования:
 ( ) ( )1 0 0 ,
j
jd µ = ϕ  ( ) ( )1 0 ,
j
jd lχ = ϕ  ( ) ( )2 0 0 ,
j
jd ′µ = ϕ  ( ) ( )2 0 ,
j
jd l′χ = ϕ  (42) 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 32 2 2 2 2 2
11 0
2 2 2 2 2 2
0 2 2
2 2 2 2 2 2
1 0 1
42 2 2 2 2 2
0 2 3 0
2 2 0 2 2 0 2 2 2 0
4 0 4 0 2 2 2 0
2 2 2 0 2 0 2 0
0 4 0 2 0 0
a c ac abc a cd da bc acd abc
b c abcd a d a ac c ab cd bc ad
cb ad abd bcd b cd abd b d bd
b d b bd d b d a c
′′- + ϕ - + ϕ + + + + ϕ +
′′ ′′ ′+ + + ϕ + + + ϕ - + + + ϕ -
′ ′- + + + ϕ - + ϕ + + ϕ +




   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 32 2 2 2 2 2
11 0
2 2 2 2 2 2
0 2 2
2 2 2 2 2 2
1 0 1
42 2 2 2 2 2
0 2 3 0
2 2 2 2 2 2 2
4 4 2 2 2
2 2 2 2 2
4 2
a c ac l abc a cd l da bc acd abc l
b c abcd a d l a ac c l ab cd bc ad l
cb ad abd bcd l b cd abd l b d bd l
b d l b bd d l b d l a c l
′′- + ϕ - + ϕ + + + + ϕ +
′′ ′′ ′+ + + ϕ + + + ϕ - + + + ϕ -
′ ′- + + + ϕ - + ϕ + + ϕ +





( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )
5 4 42 2 2 2 2 2
0 0 1
3 33 2 2 3 3 2 3 2
2 1




2 0 4 6 2 0 2 5 4 0
4 7 2 0 2 2 5 6 0
2 2 3 5 12 0 2 3 0
8 3 2 3 2 0 3 4
a c a c ac bc ac b d a d ac a ac c
a a c ac c bc a c b d a d ac b d
b c a d a cd b d abc b d a ac c
b a ac c d a c a c bc b d a
+ ϕ - - - + ϕ - + + ϕ +
+ + + + ϕ + - - + + + ϕ +
′′+ + + - + + - + ϕ - + + ϕ +
′′+ + - - + + ϕ + - + ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2
1
2 2 3 2 2 2 2 3
1 0
2 5 0
2 5 2 6 0 3 2 5 3 12 2 0
b d d
ac b bd d b c b a c cd ab a c d a d
′′- ϕ +
′′ ′′+ - - ϕ + + - + - - ϕ +
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2
3 2
3 2 2 3 2 2
1 0
2 2 3 2 2 3 2 2
3 2 1
(5) (4) (42 2
0 1 2 1
2 3 3 0 5 8 7 6 2 0
2 3 5 3 6 2 0 6 5 6 4 0
7 6 3 0 3 12 3 2 0 6 3 4 0
3 2 0 0 0 5
a b d c b d a b bd d c b bd d
b c b a c d b a c d ad bd b c abd bcd ad
b bd d b b d bd d bd b bd d
b b d d a b
′ ′+ - + + - + ϕ - + - + - - ϕ -
′ ′- + + - + - ϕ + - - + + ϕ +
+ + - ϕ + + - - ϕ + + - ϕ +




( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )
5 4 42 2 2 2 2 2
0 0 1
3 33 2 2 3 3 2 3 2
2 1




2 4 6 2 2 5 4
4 7 2 2 2 5 6
2 2 3 5 12 2 3
8 3 2 3 2 3 4
a c c a l ac da ac d b c b l ac c ac a l
c c a ca a l da c a d b c b ca d b l
d a c b c ab d b cda d b l c ac a l
d c ac a b c a c a l da d b c
+ ϕ - - - + ϕ - + + ϕ +
+ + + + ϕ + - - + + + ϕ +
′′+ + + - + + - + ϕ - + + ϕ +
′′+ + - - + + ϕ + - + ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
2
1
2 2 3 2 2 2 2 3
1 0
2 2 2 2
3 2





2 5 2 6 3 2 5 3 12 2
2 3 3 5 8 7 6 2
2 3 5 3 6 2 6 5 6 4
7 6 3 3
d b d l
ac d bd b l d a d c a ab cd c a b c b l
c d b a d b l c d bd b a d bd b l
d a d c a b d c a b cb l bd d a cbd bad cb l
d bd b l d
′′- ϕ +
′′ ′′+ - - ϕ + + - + - - ϕ +
′ ′+ - + + - + ϕ - + - + - - ϕ -
′ ′- + + - + - ϕ + - - + + ϕ +
+ + - ϕ + ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 3 2 2
2 1
(5) (4) (4)2 2
0 1 2 1
12 3 2 6 3 4
3 2 0 0 5 0 .
d b db b l bd d bd b l
d d b b l c d
+ - - ϕ + + - ϕ +
+ - ϕ = -χ + χ - χ  (46)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Запишем равенства (40)–(41) для k = 1 через значения заданных функ-
ций и получим условия согласования.












Разбиение области  Q  на подобласти ( ),r kQ  
The partition of the domain  Q  into  
the sub-domains ( ),r kQ  
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Те о р е м а	 2.	 Предположим, что функции [ ]( )5 0, , 0,3,jj C l j−ϕ ∈ =  [ )( )
5
1 1, 0, ,Cµ χ ∈ ∞   
[ )( )42 2, 0, .Cµ χ ∈ ∞  В классе функций ( )4C Q  существует единственное классическое решение 
( ),u t x  однородной задачи (6)–(9) при выполнении указанных условий гладкости на заданные 
функции тогда и только тогда, когда выполняются условия согласования (42)–(46).
Д о к а з а т е л ь с т в о	теоремы	2	фактически	проведено	в	предыдущих	рассуждениях.	
Те о р е м а	3.	Предположим, что функции [ ]( )5 0, , 0,3,jj C l j−ϕ ∈ =   [ )( )
6, 0, , 	 1,2ii i C i−µ χ ∈ ∞ = , 
f ∈ C1( Q ).	В классе функций ( )4C Q  существует единственное классическое решение задачи 
(6)–(9)	тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия согласования: 
 ( ) ( )1 0 0 ,
j
jd µ = ϕ  ( ) ( )1 0 ,
j
jd lχ = ϕ  ( ) ( )2 0 0 ,
j
jd ′µ = ϕ  ( ) ( )2 0 ,
j
jd l′χ = ϕ   
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
4 3 32 2 2 2 2 2 2 2
10 1 0
2 2 2 2 2 2
0 2 2
2 2 2 2 2 2
1 0 3 1
2 2 2 2
0 2
0 2 2 0 2 2 0 2 2 2 0
4 0 4 0 2 2 2 0
2 2 2 0 2 0 2 0 2 0
0 4 0
a c a c ac abc a cd da bc acd abc
b c abcd a d a ac c ab cd bc ad
cb ad abd bcd b cd abd a c b d bd
b d b bd d
′′ϕ − + ϕ − + ϕ + + + + ϕ +
′′ ′′ ′+ + + ϕ + + + ϕ − + + + ϕ −
′ ′ ′− + + + ϕ − + ϕ − + ϕ + + ϕ +
+ ϕ + + + ϕ ( ) ( ) ( ) ( )(4)3 12 0 0 0,0 ,b d f+ + ϕ + µ =
  
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
4 3 32 2 2 2 2 2 2 2
10 1 0
2 2 2 2 2 2
0 2 2
2 2 2 2 2 2
1 0 3 1
2 2 2 2
0 2
2 2 2 2 2 2 2
4 4 2 2 2
2 2 2 2 2 2
4
a c l a c ac l abc a cd l da bc acd abc l
b c abcd a d l a ac c l ab cd bc ad l
cb ad abd bcd l b cd abd l a c l b d bd l
b d l b bd d l
′′ϕ − + ϕ − + ϕ + + + + ϕ +
′′ ′′ ′+ + + ϕ + + + ϕ − + + + ϕ −
′ ′ ′− + + + ϕ − + ϕ − + ϕ + + ϕ +
+ ϕ + + + ϕ ( ) ( ) ( ) ( )(4)3 12 0 0, ,b d l f l+ + ϕ + χ =
  
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )
5 4 42 2 2 2 2 2
0 0 1
3 33 2 2 3 3 2 3 2
2 1




2 0 4 6 2 0 2 5 4 0
4 7 2 0 2 2 5 6 0
2 2 3 5 12 0 2 3 0
8 3 2 3 2 0 3 4
a c a c ac bc ac b d a d ac a ac c
a a c ac c bc a c b d a d ac b d
b c a d a cd b d abc b d a ac c
b a ac c d a c a c bc b d a
+ ϕ − − − + ϕ − + + ϕ +
+ + + + ϕ + − − + + + ϕ +
′′+ + + − + + − + ϕ − + + ϕ +
′′+ + − − + + ϕ + − + ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
2
1
2 2 3 2 2 2 2 3
1 0
2 2 2 2
3 2





2 5 2 6 0 3 2 5 3 12 2 0
2 3 3 0 5 8 7 6 2 0
2 3 5 3 6 2 0 6 5 6 4 0
7 6 3 0 3
b d d
ac b bd d b c b a c cd ab a c d a d
a b d c b d a b bd d c b bd d
b c b a c d b a c d ad bd b c abd bcd ad
b bd d b
′′− ϕ +
′′ ′′+ − − ϕ + + − + − − ϕ +
′ ′+ − + + − + ϕ − + − + − − ϕ −
′ ′− + + − + − ϕ + − − + + ϕ +
+ + − ϕ + ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 3 2 2
2 1
(5) (4) (4)2 2
0 1 2 1
12 3 2 0 6 3 4 0
3 2 0 0 0 5 0 0,0 ,t
b d bd d bd b bd d
b b d d a b f
+ − − ϕ + + − ϕ +
+ − ϕ + µ − µ + µ = ∂
  
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )
5 4 42 2 2 2 2 2
0 0 1
3 33 2 2 3 3 2 3 2
2 1




2 4 6 2 2 5 4
4 7 2 2 2 5 6
2 2 3 5 12 2 3
8 3 2 3 2 3 4
a c c a l ac da ac d b c b l ac c ac a l
c c a ca a l da c a d b c b ca d b l
d a c b c ab d b cda d b l c ac a l
d c ac a b c a c a l da d b c
+ ϕ − − − + ϕ − + + ϕ +
+ + + + ϕ + − − + + + ϕ +
′′+ + + − + + − + ϕ − + + ϕ +
′′+ + − − + + ϕ + − + ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2
1
2 2 3 2 2 2 2 3
1 0
2 5
2 5 2 6 3 2 5 3 12 2
d b d l
ac d bd b l d a d c a ab cd c a b c b l
′′− ϕ +
′′ ′′+ − − ϕ + + − + − − ϕ +
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2
3 2
3 2 2 3 2 2
1 0
2 2 3 2 2 3 2 2
3 2 1
(5) (4) (4)2 2
0 1 2 1
2 3 3 5 8 7 6 2
2 3 5 3 6 2 6 5 6 4
7 6 3 3 12 3 2 6 3 4
3 2 0 0 5
c d b a d b l c d bd b a d bd b l
d a d c a b d c a b cb l bd d a cbd bad cb l
d bd b l d d b db b l bd d bd b l
d d b b l c d
′ ′+ − + + − + ϕ − + − + − − ϕ −
′ ′− + + − + − ϕ + − − + + ϕ +
+ + − ϕ + + − − ϕ + + − ϕ +




 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2
, , , , .t x t xa c u t x f t x t x Q∂ − ∂ ∂ − ∂ = ∈ 	 (47)
Те о р е м а	4.	Предположим, что для f выполняются условия (25) и [ ]( )5 0, , 0,3,jj C l j−ϕ ∈ =
[ )( )6, 0, , 	 1,2.ii i C i−µ χ ∈ ∞ =  В классе функций ( )4C Q  существует единственное классическое 
решение u(t,x) задачи (47),(7)–(9) при выполнении указанных условий гладкости на заданные 
функции тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия согласования: 
 ( ) ( )1 0 0 ,
j
jd µ = ϕ  ( ) ( )1 0 ,j jd lχ = ϕ  ( ) ( )2 0 0 ,j jd ′µ = ϕ  ( ) ( )2 0 ,j jd l′χ = ϕ  0,3,j =   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 (4)2 2 2 2 2 2 2 30 1 10 2 2 0 4 0 2 0 0 0,0 ,a c a c ac a ac c a c f′′ ′ϕ − + ϕ + + + ϕ − + ϕ + µ =   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 (4)2 2 2 2 2 2 2 30 1 12 2 4 2 0 0, ,a c l a c ac l a ac c l a c l f l′′ ′ϕ − + ϕ + + + ϕ − + ϕ + χ =   
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )




2 0 2 5 4 0 4 7 2 0
2 3 0 0 0 0,0 ,t
a c a c ac a ac c a a c ac c
a ac c a f
+ ϕ − + + ϕ + + + + ϕ −
′′− + + ϕ + µ − µ = ∂
  
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )




2 2 5 4 4 7 2
2 3 0 0 0, .t
a c c a l ac c ac a l c c a ca a l
c ac a l c f l
+ ϕ − + + ϕ + + + + ϕ −
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